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РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ПРОГНОЗУВАННЯ ДОВГОТРИВАЛОЇ МІЦНОСТІ                                               
ЗА УМОВ ПЛОСКОГО НАПРУЖЕНОГО СТАНУ 
Дослідження виконано як розвинення запропонованого раніше аналітичного підходу до розрахунку довго-
вічності трубчастих конструктивних елементів і посудин тиску, стінки яких під час роботи в експлуа-
таційних умовах піддаються дії плоского напруженого стану. Підхід ґрунтується на застосуванні кон-
цепції еквівалентних напружень і використанні характеристик довготривалої міцності, отриманих в 
умовах одновісного навантаження. Наведено розрахунки часу до руйнування тонкостінних трубчастих 
зразків, що навантажувалися внутрішнім тиском, внутрішнім тиском і осьовою силою, крутним моме-
нтом, а також крутним моментом і осьовою силою. Констатовано задовільне узгодження розрахунко-
вих довговічностей з даними експериментів, запозичених з робіт різних авторів, що оцінювалося за до-
помогою регресійного аналізу й побудови границь довірчих областей. 
This work is carried out in view of development of analytical approach to the time to fracture calculation of  
thin-walled structural components under long-term biaxial loading. The approach is based on the equivalent 
stresses concept. The calculation of the time to fracture of thin-walled tubular specimens under internal 
pressure, internal pressure with tension, pure torsion, torsion with tension is presented. A satisfactory agreement 
of the calculations with experimental data is obtained. The assessment of the agreement is performed by means 
of regression analysis and drawing of the confidence boundaries.  
 
Вступ 
Настання граничного стану в результаті процесів 
повзучості характерно для елементів конструкцій 
енергетичного устаткування, газотурбінних си-
лових агрегатів, а також технологічних апаратів з 
високотемпературними робочими процесами.  
Широкий клас конструктивних елементів такого 
устаткування становлять ділянки трубопроводів і 
посудини тиску, стінки яких перебувають під час 
роботи в умовах плоского напруженого стану. 
Оскільки тенденція до підвищення робочих па-
раметрів і економічності знову створюваних  
енергетичних машин і апаратів є досить стійкою, 
актуальність удосконалювання й створення но-
вих інженерних методів розрахунку на довготри-
валу міцність цілком очевидна [1].  
Визначення характеристик довготривалої міцно-
сті конструкцій завжди пов’язано з подоланням 
ряду труднощів, зумовлених урахуванням фак-
тора складності напруженого стану [2].  
Основний масив потрібної для розрахунків інфо-
рмації отримують на підставі експериментів при 
одноосьовому навантаженні стандартних зразків 
матеріалів. У зв’язку з цим безпосереднє викори-
стання цих даних для умов складного напруже-
ного стану може призвести до істотних похибок, 
і тому їх застосовують зазвичай для порівняль-
них оцінок міцності.  
Одним з напрямів подолання труднощів, зумов-
лених складністю напруженого стану, у розраху-
нках на довготривалу міцність є використання 
концепції еквівалентних напружень і розроблен-
ня на її основі критеріїв довготривалої міцності. 
Мета цього дослідження – розроблення й апро-
бація методики прогнозування довготривалої 
міцності металевих конструкційних матеріалів за 
різних видів плоского напруженого стану, ініці-
йованого в трубчастих зразках такими видами 
навантажень, як внутрішній тиск, чисте кручен-
ня, внутрішній тиск із розтяганням і кручення з 
розтяганням. При цьому передбачається, що зі 
зміною рівня навантаження співвідношення між 
головними напруженнями для вказаних видів 
навантажень залишається постійним. 
Методика ґрунтується на застосуванні двопара-
метричного критерію довготривалої міцності, 
структура якого сформована відповідно до під-
ходу, викладеного в працях [3; 4]. Характерною 
особливістю цього підходу є те, що інваріанти 
напруженого стану, які входять у структуру кри-
терію, вибиралися за допомогою побудови спеці-
ального інтерполяційного діапазону й згідно з 
даними одиничного базового експерименту для 
одного з видів навантаження при плоскому на-
пруженому стані. Критерій ураховує знаки го-
ловних напружень. 
Постановка завдання  
Головну увагу в роботі зосереджено на дослі-
дженні можливості ідентифікації матеріальних 
констант, що входять у структуру обраного кри-
терію довготривалої міцності, за допомогою 
одиночного ідентифікуючого базового експери-
менту при найбільш простих видах плоского на-
пруженого стану.  
Достовірність прогнозованих довговічностей 
оцінювали за допомогою регресійного аналізу 
експериментальних даних і побудови відповід-
них довірчих областей.  
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Критерій довготривалої міцності, запропонова-
ний у праці [3], дає такі співвідношення для екві-
валентних напружень, перше з яких відповідає  
тим розрахунковим випадкам, коли знаки голов-
них напружень збігаються )0( 21  , і друге – 
коли знаки головних напружень протилежні 
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Критерій поєднує інваріанти, що відповідають 
максимальному нормальному напруженню max : 
1max                                                                  (2) 







is ,                                      (3) 
у випадку, коли знаки головних напружень збі-
гаються, а також максимальному дотичному на-
пруженню max2 : 
21max2                                                        (4) 






oct                                     (5) 
у випадку протилежних знаків головних напру-
жень. 






 ,                                                           (6) 
 і  ,  – залежні від температури константи ма-
теріалу, що визначаються з базового ідентифі-
куючого експерименту. 
З метою спрощення запису в співвідношеннях 
(3)–(6) передбачається, що головне напруження 
2  менше за 1 . При конкретизації виразів для 
головних напружень за допомогою введення до 
них прикладених навантажень для розглянутих 
нижче видів складного напруженого стану індек-
си при головних напруженнях розставлені відпо-
відно до загальноприйнятої схеми з трьома ін-
дексами:  321  . 
Умова еквівалентності розглядається тут за дов-
говічністю й передбачає рівність еквівалентного 
напруження eqv  для складного напруженого 
стану, розрахованого за критерієм (1), і напру-
ження під час одноосьового розтягування t      
за умови однієї й тієї довговічності. Прогнозова-
ні довговічності в кінцевому підсумку розрахо-













.                                             (7) 
Прогнозування довготривалої міцності         
тонкостінних трубчастих зразків у разі            
збіжних знаків головних напружень 
Розглянемо ті випадки реалізації плоского на-
пруженого стану у трубчастих зразках, коли зна-
ки головних напружень збігаються, а саме: у разі 
навантаження зразків внутрішнім тиском і внут-
рішнім тиском з розтягуванням.  
Час до руйнування трубчастих зразків розрахо-
вуємо за допомогою співвідношення (7) і першо-
го зі співвідношень (1).  
Підставивши перше співвідношення з (1) у вираз 
(7) і беручи до уваги співвідношення (2) і (3), 
одержуємо формулу для розрахунку часу до 
руйнування: 










Для визначення константи   за результатами 
базового ідентифікуючого експерименту викори-
стано дані випробувань тонкостінних трубчастих 
зразків у разі навантаження їх тільки внутрішнім 
тиском. 
Співвідношення для визначення константи    за 









,        (9) 
де t  – напруження, що відповідає на кривій до-
вготривалої міцності для одноосьового наванта-
ження тій самій довговічності, що і в ідентифі-
куючому базовому експерименті для внутріш-
нього тиску;  






mD – середній діаметр трубчастого зразка;     
h  – товщина стінки зразка;  
tp – внутрішній тиск в ідентифікуючому базово-
му експерименті. 
Значення параметрів кривої довготривалої міц-
ності  B і m у співвідношенні (7) при 1eqv  й 
значення константи матеріалу  , знайдені за 
співвідношенням (9) для досліджених матеріалів, 
наведено в табл. 1 [5–7]. 
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Таблиця1 




   B, MПa
-m  
 х год-1 m   
Сталь 20 500 10,5 0 4,19·10-17 6,51 0,92
Сталь 
1Х18Н9Т 





600 49,5 0 3,65·10-63 24,48 0,93 
23,5
У тонкостінних трубчастих зразках, навантаже-
них внутрішнім тиском p , головні напруження 
діють у поздовжньому й тангенційному напрям-


















                                                     (10) 
Підставивши вирази (10) для 1  й 2  у вираз (8), 
одержимо співвідношення для розрахунків часу 
до руйнування тонкостінних труб, навантажених 



























1 .     (11) 
На рис. 1, 2, 3 пунктиром показано результати про-
гнозних розрахунків за формулою (11), точками – 
експериментальні дані, тонкими лініями – грани-
ці довірчих областей, які відповідають довірчим 
імовірностям 95%.  
На рис. 1 повністю затемненим точкам відпові-
дають експериментальні дані, які для випадків 
внутрішнього тиску й чистого кручення були 
використані як результати одиничних базових 
експериментів при визначенні константи   або  .  
Границі довірчих областей розташовані симет-
рично відносно ліній регресії. Самих ліній регре-
сії на графіках не показано. 
Розглянемо тонкостінний трубчастий конструк-
тивний елемент, навантажений внутрішнім тис-
ком p  і поздовжньою осьовою силою N . Два 
взаємоперпендикулярні напрямки дії головних 
напружень будуть такими ж, як і в разі дії тільки 
внутрішнього тиску, тобто тангенційного й поз-
довжнього. У якому із цих напрямків буде діяти 
1 , а в якому 2 , залежить від співвідношення 
величин внутрішнього тиску й осьової сили N . 
Якщо  
hpDhDN mm 4 ,                                           (12) 
то співвідношення для головних напружень    
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Якщо  
hpDhDN mm 4 ,                                           (14) 
то в цих співвідношеннях 1  і 2  міняються  
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                                              б 
Рис. 1. Залежності часу до руйнування трубчас-
тих зразків від значення внутрішнього тиску:  
а − сталь 20;  = 500 ОС;  
б − сталь ЭИ847; = 600 ОС 
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Підставивши співвідношення (13), (15) у форму-
лу (8), з урахуванням виразу (9), одержимо такий 
вигляд формул для розрахунків часу до руйну-
вання тонкостінних труб за спільної дії внутріш-

















































































































































Формула (16) відповідає умові (12), а формула 
(17) − умові (14).  
На рис. 2 пунктиром показано результати про-
гнозних розрахунків  за формулами (16) і (17) 
відповідно, точками – експериментальні дані, 
тонкими лініями – границі 95%-вих довірчих об-
ластей.  
Прогнозування довготривалої міцності         
тонкостінних трубчастих зразків за умов       
протилежних знаків головних напружень 
Розглянемо вирішення завдань прогнозування 
часу до руйнування в умовах довготривалого 
статичного навантаження трубчастих конструк-
тивних елементів крутним моментом (чисте кру-
чення), а також крутним моментом з накладан-
ням розтяжного осьового навантаження, тобто ті 
випадки навантажень, коли знаки головних на-
пружень протилежні. 
Рівень навантаження в експериментах при чис-
тому крученні й крученні з розтяганням подано 
величиною крутного моменту TM . При цьому 
співвідношення між напруженнями від розтяган-
ня і кручення задається безрозмірним силовим 
параметром  . 
Підставивши друге співвідношення (1) у вираз 
(7) і взявши до уваги рівняння (2) і (5), отримує-
мо формулу для розрахунку часу до руйнування 
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Рис. 2. Залежності часу до руйнування від рівня 
навантаження для трубчастих зразків наванта-
жених внутрішнім тиском і розтягненням:  
а –сталь ЭИ847; = 600 ОС;  = 23,5;  











































.         (18) 
Для визначення константи   за результатами 
базового ідентифікуючого експерименту викори-
стано дані випробувань тонкостінних трубчастих 
зразків при чистому крученні. Співвідношення 
для визначення константи   при чистому кру-









 ,                                             (19) 
де t  – напруження, що відповідає на кривій до-
вготривалої міцності для одноосьового наванта-
ження тій самій довговічності, що і в ідентифі-
куючому базовому експерименті при чистому 
крученні;  
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TM – крутний момент в ідентифікуючому базо-
вому експерименті.  
Значення параметрів кривої довготривалої міц-
ності B і m у співвідношенні (7), якщо 1eqv , і 
значення матеріальної константи   , знайдені за 
співвідношенням (19) для досліджених матеріа-
лів, наведено в табл. 2 [8]. 
Таблиця 2 




  v B, МПа
-m  
 х год-1 m   
Сталь 
15Х1М1Ф 




610 6,0 0 1,72·10-21 8,27 0,48 
2,0 
Вирази для головних напружень при чистому 
























                                           (20) 
де   – середнє дотичне напруження (усереднен-
ня по товщині стінки). 
Підставивши рівняння (20) у вираз (18) і з огляду 
на те, що при чистому крученні 0 , одержимо 
формулу для розрахунків часу до руйнування 































.               (21) 
На рис. 3, а пунктирна лінія 1 відповідає прогноз-
ному розрахунку за формулою (21). Точками по-
казано дані експериментів, тонкими лініями – 
границі 95%-вих довірчих областей. 
Якщо тонкостінний трубчастий зразок наванта-
жений крутним моментом ТM  спільно з осьовою 
силою N , вирази для головних напружень ма-






























































































        (22) 
Підставивши співвідношення (22) у вираз (18), 
одержуємо формулу для розрахунків часу до 
руйнування тонкостінних труб, підданих довгот-
ривалому статичному навантаженню одночасно 
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Рис. 3. Залежності часу до руйнування від рівня 
навантаження для трубчастих зразків наванта-
жених чистим крученням (1) і чистим кручен-
ням з розтяганням (2): 
а –сталь 1Х18Н12Т,  
  = 610 ОС,  = 0 (1),  = 2 (2);  
б –сталь 15Х1М1Ф,  
  = 570 ОС,  = 2 (2) 


















































де  – безрозмірний силовий параметр, що ви-
значає співвідношення між напруженнями від 






 .  
Значення константи матеріалу   для розрахунків 
за формулою (23) ті ж самі, що були отримані в 
одиничних базових експериментах при чистому 
крученні. Ці значення наведено в табл. 2. 
Залежності часу до руйнування від рівня наван-
таження, зумовленого крутним моментом TM , 
для сталей 1Х18Н12Т і 15Х1М1Ф відповідно за 
значення силового безрозмірного параметра      
 = 2 показано на рис. 3 [8].  
Пунктирні лінії 2 на рис. 3 відповідають прогно-
зним розрахункам, а точки – експериментальним 
даним. Тонкими лініями нанесено границі      
95%-вих довірчих областей. Повністю затемнені 
точки відповідають одиничному базовому експе-
рименту в разі навантаження чистим крученням. 
На рис. 3, а пунктирна лінія 1 відповідає прогно-
зному розрахунку для чистого кручення.  
На рис. 3, б для чистого кручення трубчастих 
зразків із сталі 1Х18Н12Т показано тільки точку, 
що відповідає базовому експерименту. 
Найбільш суттєвий результат прогнозування  
довготривалої міцності за цією методикою  поля-
гає саме в тому, що отримані з базового іденти-
фікуючого експерименту константи матеріалів  
за одного з видів напруженого стану можуть бу-
ти використані для розрахунків для іншого виду 
напруженого стану. 
Обговорення результатів 
В основу реалізованої методики прогнозування 
характеристик довготривалої міцності покладено 
концепцію еквівалентних напружень, відповідно 
до якої дія системи напружень в умовах складно-
го напруженого стану може бути зведена до ек-
вівалентного за довговічністю напруження для 
одноосьового навантаження стандартних зразків 
матеріалу під час розтягання.  
Вихідною інформацією для розрахунків прогно-
зованих характеристик довготривалої міцності за 
плоского напруженого стану є крива довготрива-
лої міцності, що відповідає одноосьовому наван-
таженню стандартних зразків матеріалу, і        
результати одиничного базового ідентифікуючо-
го експерименту за плоского напруженого стану 
для одного з рівнів навантаження. Попереднім 
етапом є вибір структури критерію довготрива-
лої міцності на базі побудови інтерполяційного 
діапазону [3; 4].  
За результатами аналізу експериментальних да-
них, отриманими різними дослідниками [3], було 
показано, що обрана структура змішаного крите-
рію довготривалої міцності (1) є прийнятна для 
прогнозування довготривалої міцності металевих 
конструкційних матеріалів, що працюють за під-
вищених температур. 
Основним етапом методики є визначення матері-
альних констант   або   на підставі даних оди-
ничного базового ідентифікуючого експерименту 
при одному з видів плоского напруженого стану. 
Такий експеримент досить провести на одному з 
рівнів навантаження, за якого час випробувань 
буде прийнятним. Значення обмеженої границі 
довготривалої міцності t  , що входить у фор-
мулу (9) або (19), визначається з рівняння кривої 
довготривалої міцності для стандартних зразків 
матеріалу, випробуваних в умовах одноосьового 
навантаження, як значення, що відповідає усере-
дненій довговічності трубчастих зразків, випро-
буваних у базовому ідентифікуючому експери-
менті при одному з видів плоского напруженого 
стану. 
Заключним етапом є розрахунок прогнозованих 
довговічностей за формулами (12), (16), (17), 
(21), (23) для заданих рівнів навантаження і від-
повідних плоских напружених станів. У розра-
хунках еквівалентних напружень зроблено при-
пущення про те, що за постійної температури 
константа матеріалу, що входить у структуру 
критерію довготривалої міцності, не залежить 
від часу до руйнування й виду навантаження.  
Аналіз графіків свідчить про те, що прогнозовані 
криві довготривалої міцності в досліджених діа-
пазонах довговічностей укладаються в 95%-ві 
довірчі області для кожного з розглянутих видів 
плоского напруженого стану. Таким чином,    
можна констатувати задовільне узгодження роз-
рахункового прогнозу з експериментальними 
даними.  
З метою зменшення впливу статистичного роз-
киду властивостей зразків на результати прогно-
зування бажано в одиничному базовому іденти-
фікуючому експерименті на обраному рівні на-
вантаження випробувати не один, а кілька (5–10) 
зразків і одержати більш достовірну інформацію 
для подальших розрахунків.  
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Висновки  
Сформульовано необхідні етапи методики прог-
нозування довготривалої міцності для плоского 
напруженого стану й наведено приклади її реалі-
зації для плоского напруженого стану зі збіжни-
ми знаками головних напружень, а також для 
випадку, коли знаки головних напружень проти-
лежні.  
Показано можливість визначення констант мате-
ріалу за допомогою базового ідентифікуючого 
експерименту за порівняно простих видів плос-
кого напруженого стану, а саме: за внутрішнього 
тиску, коли знаки головних напружень збігають-
ся, та чистого кручення, коли знаки головних 
напружень протилежні.  
Використання отриманих у такий спосіб значень 
констант у розрахунках для плоских напружених 
станів з іншими співвідношеннями головних  
напружень, відмінними від тих, котрі використа-
но в базовому експерименті, дозволяє одержува-
ти прийнятні оцінки довговічностей. Задовільне 
узгодження розрахункових оцінок довговічності 
з експериментальними даними свідчить на ко-
ристь обґрунтованості зробленого припущення 
про незалежність константи матеріалу   або   
від часу до руйнування й виду навантаження за 
постійної температури.  
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